23SS Stocha PU 2.5

Aufgabe 8

Vier unverfalschte Wiirfel mit den Ziffern 1, . . ., 6 werden gleichzeitig geworfen. Dabei werden folgende
Freignisse betrachtet:

.
|3

- ,Es fallen genau zwei Einsen®

o
|'|

= ,Die Augensumine betrigt 6.%
C = ,Es fallen genau zwei Sechsen.”
D = Die Augensumme betrigt 22.¢

(a) Geben Sie eine geeignete Ergebnismenge () sowie ein geeignetes Wahrscheinlichkeitsmafi P fiir
diese Situation an, und beschreiben Sie formal die Ercignisse A und I3 als Teilmengen von £2.
A: Genau 2 Einsen
A={1Luv),(Lw1v),(Luv1),@11v), @w1v1), W, 1,1)} wobei u,v
€ {2,3,4,5,6)
|Al = 6 x 5% = 150

B: Augensumme:6
B= (1,1,1,3),(1,1,3,1),(1,3,1,1), 3,1,1,1),

- (1)1!212)’ (112I1I2)l (1)2)2|1)l (2)111!2)’ (2,1,2,1), (212’1F1)
|B| =10

C: Genau 2 Sechsen
Analog nach A
|C] = 150

D: Augensumme 22
D —_ (6I6l6l4)l (6}6}4P6)l (6l4l6l6)l (4F6}6I6)l

- (6l6l5l5)l (6l5l6!5)’ (6l515!6)F (516I6I5)! (5I6l5l6)l (5)51616)
|D| =10

(b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse

A B, AnC, AnD, CnD, BucC.
Q| = 6* = 1296

A: Genau 2 Einsen
A={(1,1,u,v),,u1,v),A,uv1),(ul1l1v),ulvl),(uvr1,1)} wobeiu,v
€ {2,3,4,5,6}

|A| = 6+ 52 = 150

P(A) = 150 _ 0,116
1296

B: Augensumme:6
B= (1,1,1,3),(1,1,3,1),(1,3,1,1),(3,1,1,1),
B (1)1,2I2)’ (112)112)’ (1)2)2|1)’ (2)111,2)’ (21112)1)’ (2I2’1’1)
|B| =10
10
P(B) = 1296
A N C:Genau 2 Einsen und 2 Sechsen
ANC = {(1,1,6,6), (1,6,1,6),(1,6,6,1),(6,1,1,6), (6,1,6,1), (6,6,1,1)}
2

PANC) =156 = 123
A N D: Genau 2 Einsen und Ausgensumme 22
AnD =09
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P(ANnD)=0

C N D: Genau 2 Sechsen und Augensumme 22
cnD= {(6,6,5,5), (6,5,6,5),(6,5,5,6), (5,6,6,5), (5,6,5,6), (5,5,6,6)}

6
P(CnD) =129

B U C: Augensumme 6 oder genau 2 Sechsen
[BuC|=|B|+|C| =10+ 150
160

P(BUC) =129

(¢c) Sind die Ereignisse A und €' stochastisch unabhingig? Begrinden Sie lhre Antwort.

Das ist abhangig, P(A) * P(B) # P(AN C)
150 150 6

* *
1296 1296 1296

Aufgabe 9

Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) und drei Ereignisse A, B, C' € F mit P(BNC) >
0 und P(B) < 1. Betrachten Sie hierzu die folgenden Aussagen:

(1) Es gilt P(A|B)+ P(A|B) = L.

P(B|A;)P(A;) P(B|A;)P(A;)
P(A;|B) = = :
L
P(A|B) = P(ﬁ(g)‘g)
P(An B¢
P(A|B) =%)ﬂ

P(ANnB®) P(ANB)
P(B€) P(B)
Angenommen ist A=0, dann ist alles 0 :)

P(A|B¢) + P(A|B) =

(2) s gilt P(A°| B)+ P(A|B) = 1.

P(A°NB)
7w =5

P(ANB)
P(A|B) = P(E)

P(A°NnB) P(ANB) _ P(ANB) + (A°NB)
P(B) P(B) P(B)

P(A°|B) + P(AIB) =

Behaupte: P(AN B) + P(A° N B) = P(B)
P(ANB)UP(A°NB) = P(AUA°) N P(B) = P(B)

P(A°nB) P(AnB) P(AnB)+(A°nB) P(B)

P(4°|B) + P(AIB) = P(B) P(B) P(B) ~P(B)

(3) Es gilt P(ANB|C) = P(A|BNC) P(B|C).
P(B|A;)P(A:) P(B|A;)P(A;)

s e

= Richtung
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P(ANBNC)

P(AnBIC) = TN
PAnBNnC) P(BNnC)
P(ANnB|C) = G) *P(Bnc)
P(ANBNC) P(BNC)
PANBIC) = =55 a0
P(BNC)
P(BIC) = 0
P(ANBNC
P(AnB|C)=%2T)*p(B|C)
P(ANBNC
P(AnB|C)=%2T)*P(B|C)
P(ANBNC)
P(A|B N C) = ——PEB—H?)—

P(AnB|C) = P(AIBNnC)*P(B|C)

& Richtung
P(BNnC
P(BIc) = "o
P(ANBNC)
P(BNC)

P(AIBNC) =

P(ANBNC) P(BNC)
P(BNC) = P)

P(AIBNC)*P(B|C) =

_P(ANBNC)

- PO

_P(ANnBNC)

= =50 - P(AnBIC)
P(AIBn C) = P(B|C) = P(ANBIC)
Also Wahr
PUIB N C) = P(BNC|A)* P(A)

P(BNC)

(4) Falls P(C) = 1 gilt, folgt P(ANC) = P(A).
P(0) =1
P(Q) =1

P(ANQ)=P(4)
P(ANQ)=P(ANC)=P(A)

Also wahr

(5) Aus PP(C') =1 folgt C' = 1.
SeiQ ={A,B,C}
SeiP(C) =1und P(A) =0
C+QOdaAeQaberdé&C
Also wahr

Weisen Sie jewcils die Giiltigkeit der betreffenden Aussage nach, oder widerlegen Sie dic Aussage
durch Angabe eines geeigneten Gegenbeispiels.

Aufgabe 10

Sei K —{1,...,k} die Menge der natiirlichen Zahlen bis k, und Q@ = K x K —{(i,j):1 <4,j < k}.
Auf der Menge A = Pot(Q2) sei P die diskrete Gleichverteilung auf €. Es handelt sich also un einen
Laplace-Raum.
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(a) Geben Sie ein reales Beispiel, dass durch obiges Modell beschrieben werden kann.

Mogliche Ereignisse, wenn zwei Wiirfeln geworfen sind.
0= {(wl,wz)} = {(wl,wz): 1 < w1, Wy < 6}

(b) Bestimmen sic P(A) fiir A = {(1,7) : j € K} und P(B) fiir B = {(j,1) : j € K}. Sind dic
FEreignisse A und B stochastisch unabhingig?
Das ist stochastisch abhangig.
A={(1,w):w € {123,456}
B ={(w,D:w € {1,2,3,4,5,6}}
A={(11),(12),(13),(14),(15),(1,6)}
B ={(1D,(21D,(B1D, 41,51, (61)}

6 1
P =25
6 1
PBI=z=3
AnB ={(11)}
P(AnB):%

P(ANB) = P(A) * P(B)
1

11
==
36 6 6

(c¢) Betrachten Sie die Menge C' = {(i,7) € 2 : i < 2}. Sind A und C stochastisch unabhingig? Fiir
welche Werte k gilt das?
Flir k=6 ist es stochastisch abhangig

C= (1,1),(1,2),(1,3),(1,4), (1,5),(1,6),
1 (2,1D,02,2),02,3),(2,4),(2,5),(2,6)

P(C) = % =
AncC ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)}
P(ANC) = %

P(ANC) = P(A) = P(C) gilt nicht! Da

[SSRIT

Flir k=2 ist es Stochastisch unabhangig
A={(11),1,2)}

- _[an,a2),
1D, 22)

Anc ={(11),(1,2)}

2
4
P(O) =1
P(ANC) = 1
P(ANC) = P(A) * P(C) gilt!
Fir beliebige k

A={11D,Q,..) 1k}
|A| =k

k
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co {(1,1), @,..).qQ, k),}
21,2, ..), 2k
IC| = 2k
2k

Anc={(11,Q,..) 1k}
[AnC|=k

k
P(AnC):ﬁ

Wenn
P(ANC)=P(A)*P(C)
Gilt

Dann
k k 2k

2ok R
1 2

1
= — = — % —
k k k?
1=1 2
= = * =
k
=>k=2
Also nur fur k=2 ist es stochastisch unabhangig

Hinweis: Veranschaulichen Sie sich das Modell durch eine Skizze. Wie lassen sich die Mengen A, B, C
darstellen?
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